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ESPACES VECTORIELS

Un espace vectoriel sur le corps K des réels ou des complexes (les scalaires) est un ensemble non vide E,
dont les éléments i sont appelés vecteurs, muni de deux opérations, soit I’addition de deux vecteurs

+:ExE—E, (U0)—d+7,
et la multiplication d’un vecteur par un scalaires
:Kx E — E, (a, ) — at,

qui vérifient les propriétés suivantes : pour tout u, v, w € F et tout a,b € K
(1) (@+7)+ @ =ud+ (¥+ W) (la somme de vecteurs est associative).
(2) @+ 0 =0+ u (la somme de vecteurs est commutative)
(3) 1l existe un vecteur 0 € E (le vecteur nul) qui est élément neutre pour l'addition, c’est-a-dire
@+ 0 = @ pour tout @ € E.
(4) Tl existe un vecteur —i € E ('opposée de @) tel que @ + (—i) = 0.
(5) (ab)d = a(bii) (associativité mixte)
(6) a(i@+ U) = at + av (distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport & l'addition de
vecteurs)
(7) (a+ b)¥ = at + b (distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport a I'addition de
scalaires)
8) lu=1u
Ezemples:
e L’ensemble M,, ,(R) des matrices m x n muni des opérations habilituelles d’addition et de multiplication
par un scalaire est un espace vectoriel sur R.

o L’ensemble M, ,,(R) s’identifie avec les n-uplets de nombres réels R” = {(x1,z2,...,2,) : ¢; € R} :
Addition : (xlax% cee ,xn) + (yla Yz, ... 7yn) = (xl + Y1,Z2 + Y2y, Tn + yn)
Multiplication par scalaires : a(x1,x2,...,2,) = (az1,az2,...,ax,)

e L’ensemble R, [x] des polydmes & coefficients réels en la variable x de degrée < n:
R, [z] = {p(x) = ap + a1z + a22® + - - - + a,x" : aj € R}

p(z) = ap + a1z + axx® + - + apa”, q(x) = by + b1z + box® + -+ + bz, c€R
Addition : p(z) + q(x) = (ap + bo) + (a1 + b1)x + (ag + b2)x® + - -+ + (@, + by)z"
Multiplication par scalaires : cp(z) = (cag) + (cai)z + (caz)z® + - -+ + (cay)x™

Propriétés : Pour tout a € K et 4 € E:
ab=0, o0a=0, (-)i=—a.

Un vecteur @ € E est dit combinaison lindire d’une famille {@1, @, . .., @, } 8’1l existe n éléments ay, ..., a, €
K tels que 4 = a1ty + astis + . .. anty,.

Ezemple : (1,2,3) € R?® est combinaison linéaire de {(1,0,1),(0,1,0),(0,1,1)} car (1,2,3) = 1(1,0,1) +
0(0,1,0) +2(0,1,1).

Un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel F/ est un sous-ensemble non vide de E qui est aussi un
espace vectoriel pour les opérations définies sur F.

Théoréme : Un sous ensemble non vide F' d’un espace vectoriel V' est un sous-espace vectoriel de V' s’il est
fermé pour I'addition de vecteurs et la multiplication d’un vecteur par un scalaire, c’est-a-dire si toutes les
conditions suivantes sont satisfaites :

(1) F#0

(2) FCE

(3) @+ ¥ € F pour tout 4,7 € F

(4) ati € F pour tout 4 € F et a € K
Ezemple : F = {(x,2,0) € R3: x € R} est un sous-espace vectoriel de R3.

Propriété : Toute intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Soit {u, s, ..., Uy} une famille finie de vecteurs de E. L’ensemble des combinaisons linéaires de cette
famille est un sous-espace vectoriel de E, dit le sous-espace de E engendré par {uy,us,...,uU,} et noté
Vect {1, da, ..., U}



Eremple : Dans R3 soient uy = (1,0,0) et us = (1,1,0). Alors Vect {u1,us} = {(z +v,,0) : 2,y € R}.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Une famille {u;,us,...,4,} est dite génératrice de F si F =
Vect {7._1:1, ﬁg, NN ,ﬂn}
On dit que {0, Uz, ..., Uy} est génératrice si E = Vect {1, Ua, ..., U}

Une espace vectoriel E est dit de dimension finie s’il possede une famille génératrice finie.

Une famille {0, s, ..., u,} est dite libre si
ai,...,a, €K et ayty +agtls+...apt, =0= a1 =---=a, =0.
On dit aussi que les vecteurs 41, Us, .. ., U, sont linéairement indépendants. Une famille qui n’est pas libre

est dite liée ; ses vecteurs sont dits linéairement dépendants

Ezemple : Dans R3 la famille {(1,—1,0),(2,0,1)} est libre: en effet, si (0,0,0) = a(1,—1,0) + b(2,0,1) =
(a+2b,—a,b), alors a+2b =0, —a =0 et b =0, c’est-a-dire a = b = 0.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Une famille finie B = {uy, Us,...,d,} de vecteurs qui est &

la fois libre et génératrice est dite une base de E. Toute base d’un espace vectoriel E de dimension finie
contient le méme nombre d’éléments ; ce nombre est la dimension de E, notée dim F.

L’espace vectoriel E = {0} est de dimension 0.

Soit E un espace vectorielle. Un sous-espace vectoriel F' de E est dit une droite vectorielle si dim F = 1 et
un plan vectoriel si dim F' = 2.

La famille B = {u, uz,...,U,} une base de E si et seulement si pour tout @ € F il existe un et un seul
n-uplet (ay,as,...,a,) d’éléments de K tels que @ = ayiy + agtls + . . . apt,. Les scalaires ay,as, ..., a, sont
les coordonnées de @ dans la base B.

Ezemples (bases canoniques) :

e La base canonique de R™ est {é1,...,€,} ou
& = (1,0,...,0), & = (0,1,0,...,0), ..., & = (0,0,...,0,1).
Pour tout (z1,%2,...,2,) € R" on a (z1,22,...,2,) = Z?Zl x;€;. La dimension de R" est n.
o La base canonique de M,, ,(R) est {E; ; :i=1,...,m;j=1,...,n} ou E; ; est la matrice m x n dont

toutes les coefficients sont 0 sauf le coefficient (7, j) qui vaut 1.
Pour toute matrice A = (a;;) € My n(R)ona A=3", Z?=1 a; ;E; ;. La dimension de M, ,,(R) est mn.

e La base canonique de R, [x] est {1,z,22,...,2"}. La dimension de R,[z] est n + 1.

Théoréme. Tout ensemble de n vecteurs linéairement indépendants d’un espace vectoriel de dimension n est
une base de cet espace ; toute famille génératrice de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est
une base de cet espace.

Théoréme de la base incompléte. Soit {1, da,. .., Uy} une famille libre de l'espace vectoriel E de dimension
n. 1l existe alors vecteurs @1, ..., U, de E tels que {d;,ds,...,U,} est une base de E.

Théoréme. Tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E de dimension finie est de dimension finie et
dim F < dim E. Il y a égalité de dimensions si et seulement si F' = F.

Soit F un espace vectoriel sur K et soient F' et G deux sous-espaces de E. L’ensemble
F+G={u+v:u€FveqG}
est un sous-espace vectoriel de E, noté F' + G et appelé somme de F et G.

La somme F + G est directe si F NG = {0}. Elle est alors notée F & G.
Deux sous-espaces F' et G de F sont dits supplémentaires si E = F & G.

Théoréme. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces de E. Alors F + G est de
dimension finie et dim(F + G) = dim F'+dim G — dim(F NG). En particulier, dim(F & G) = dim F + dim G.
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