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Espaces vectoriels

Un espace vectoriel sur le corps K des réels ou des complexes (les scalaires) est un ensemble non vide E,
dont les éléments ~u sont appelés vecteurs, muni de deux opérations, soit l’addition de deux vecteurs

+ : E × E → E, (~u,~v) 7→ ~u + ~v ,

et la multiplication d’un vecteur par un scalaires

· : K× E → E, (a, ~u) 7→ a~u ,

qui vérifient les propriétés suivantes : pour tout ~u,~v, ~w ∈ E et tout a, b ∈ K
(1) (~u + ~v) + ~w = ~u + (~v + ~w) (la somme de vecteurs est associative).
(2) ~u + ~v = ~v + ~u (la somme de vecteurs est commutative)
(3) Il existe un vecteur ~0 ∈ E (le vecteur nul) qui est l’élément neutre pour l’addition, c’est-à-dire

~u +~0 = ~u pour tout ~u ∈ E.
(4) Il existe un vecteur −~u ∈ E (l’opposée de ~u) tel que ~u + (−~u) = ~0.
(5) (ab)~u = a(b~u) (associativité mixte)
(6) a(~u + ~v) = a~u + a~v (distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport à l’addition de

vecteurs)
(7) (a + b)~u = a~u + b~u (distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport à l’addition de

scalaires)
(8) 1~u = ~u

Exemples:
• L’ensembleMm,n(R) des matrices m×n muni des opérations habilituelles d’addition et de multiplication
par un scalaire est un espace vectoriel sur R.

• L’ensemble M1,n(R) s’identifie avec les n-uplets de nombres réels Rn = {(x1, x2, . . . , xn) : xj ∈ R} :
Addition : (x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)
Multiplication par scalaires : a(x1, x2, . . . , xn) = (ax1, ax2, . . . , axn)

• L’ensemble Rn[x] des polyômes à coefficients réels en la variable x de degrée ≤ n:
Rn[x] = {p(x) = a0 + a1x + a2x

2 + · · ·+ anxn : aj ∈ R}
p(x) = a0 + a1x + a2x

2 + · · ·+ anxn, q(x) = b0 + b1x + b2x
2 + · · ·+ bnxn, c ∈ R

Addition : p(x) + q(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x + (a2 + b2)x2 + · · ·+ (an + bn)xn

Multiplication par scalaires : cp(x) = (ca0) + (ca1)x + (ca2)x2 + · · ·+ (can)xn

Propriétés : Pour tout a ∈ K et ~u ∈ E:

a~0 = ~0 , 0~u = ~0 , (−1)~u = −~u .

Un vecteur ~u ∈ E est dit combinaison lináire d’une famille {~u1, ~u2, . . . , ~un} s’il existe n éléments a1, . . . , an ∈
K tels que ~u = a1~u1 + a2~u2 + . . . an~un.

Exemple : (1, 2, 3) ∈ R3 est combinaison linéaire de {(1, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 1, 1)} car (1, 2, 3) = 1(1, 0, 1) +
0(0, 1, 0) + 2(0, 1, 1).

Un sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E est un sous-ensemble non vide de E qui est aussi un
espace vectoriel pour les opérations définies sur E.

Théorème : Un sous ensemble non vide F d’un espace vectoriel V est un sous-espace vectoriel de V s’il est
fermé pour l’addition de vecteurs et la multiplication d’un vecteur par un scalaire, c’est-à-dire si toutes les
conditions suivantes sont satisfaites :

(1) F 6= ∅
(2) F ⊂ E
(3) ~u + ~v ∈ F pour tout ~u,~v ∈ F
(4) a~u ∈ F pour tout ~u ∈ F et a ∈ K

Exemple : F = {(x, x, 0) ∈ R3 : x ∈ R} est un sous-espace vectoriel de R3.

Propriété : Toute intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Soit {~u1, ~u2, . . . , ~un} une famille finie de vecteurs de E. L’ensemble des combinaisons linéaires de cette
famille est un sous-espace vectoriel de E, dit le sous-espace de E engendré par {~u1, ~u2, . . . , ~un} et noté
Vect {~u1, ~u2, . . . , ~un}.
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2Exemple : Dans R3 soient u1 = (1, 0, 0) et u2 = (1, 1, 0). Alors Vect {u1, u2} = {(x + y, y, 0) : x, y ∈ R}.

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Une famille {~u1, ~u2, . . . , ~un} est dite génératrice de F si F =
Vect {~u1, ~u2, . . . , ~un}.
On dit que {~u1, ~u2, . . . , ~un} est génératrice si E = Vect {~u1, ~u2, . . . , ~un}.

Une espace vectoriel E est dit de dimension finie s’il possède une famille génératrice finie.

Une famille {~u1, ~u2, . . . , ~un} est dite libre si

a1, . . . , an ∈ K et a1~u1 + a2~u2 + . . . an~un = ~0⇒ a1 = · · · = an = 0 .

On dit aussi que les vecteurs ~u1, ~u2, . . . , ~un sont linéairement indépendants. Une famille qui n’est pas libre
est dite liée ; ses vecteurs sont dits linéairement dépendants

Exemple : Dans R3 la famille {(1,−1, 0), (2, 0, 1)} est libre: en effet, si (0, 0, 0) = a(1,−1, 0) + b(2, 0, 1) =
(a + 2b,−a, b), alors a + 2b = 0, −a = 0 et b = 0, c’est-à-dire a = b = 0.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Une famille finie B = {~u1, ~u2, . . . , ~un} de vecteurs qui est à
la fois libre et génératrice est dite une base de E. Toute base d’un espace vectoriel E de dimension finie
contient le même nombre d’éléments ; ce nombre est la dimension de E, notée dim E.

L’espace vectoriel E = {~0} est de dimension 0.

Soit E un espace vectorielle. Un sous-espace vectoriel F de E est dit une droite vectorielle si dim F = 1 et
un plan vectoriel si dim F = 2.

La famille B = {~u1, ~u2, . . . , ~un} une base de E si et seulement si pour tout ~u ∈ E il existe un et un seul
n-uplet (a1, a2, . . . , an) d’éléments de K tels que ~u = a1~u1 + a2~u2 + . . . an~un. Les scalaires a1, a2, . . . , an sont
les coordonnées de ~u dans la base B.

Exemples (bases canoniques) :
• La base canonique de Rn est {~e1, . . . , ~en} où

~e1 = (1, 0, . . . , 0), ~e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , ~en = (0, 0, . . . , 0, 1) .

Pour tout (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn on a (x1, x2, . . . , xn) =
∑n

j=1 xj~ej . La dimension de Rn est n.

• La base canonique de Mm,n(R) est {Ei,j : i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n} où Ei,j est la matrice m × n dont
toutes les coefficients sont 0 sauf le coefficient (i, j) qui vaut 1.
Pour toute matrice A = (ai,j) ∈Mm,n(R) on a A =

∑m
i=1

∑n
j=1 ai,jEi,j . La dimension deMm,n(R) est mn.

• La base canonique de Rn[x] est {1, x, x2, . . . , xn}. La dimension de Rn[x] est n + 1.

Théorème. Tout ensemble de n vecteurs linéairement indépendants d’un espace vectoriel de dimension n est
une base de cet espace ; toute famille génératrice de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est
une base de cet espace.

Théorème de la base incomplète. Soit {~u1, ~u2, . . . , ~um} une famille libre de l’espace vectoriel E de dimension
n. Il existe alors vecteurs ~um+1, . . . , ~un de E tels que {~u1, ~u2, . . . , ~un} est une base de E.

Théorème. Tout sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E de dimension finie est de dimension finie et
dim F ≤ dim E. Il y a égalité de dimensions si et seulement si F = E.

Soit E un espace vectoriel sur K et soient F et G deux sous-espaces de E. L’ensemble

F + G = {~u + ~v : ~u ∈ F,~v ∈ G}
est un sous-espace vectoriel de E, noté F + G et appelé somme de F et G.
La somme F + G est directe si F ∩G = {~0}. Elle est alors notée F ⊕G.
Deux sous-espaces F et G de E sont dits supplémentaires si E = F ⊕G.

Théoréme. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous-espaces de E. Alors F +G est de
dimension finie et dim(F +G) = dim F + dim G−dim(F ∩G). En particulier, dim(F ⊕G) = dim F + dim G.
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